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1. INTRODUÇÃO 
O problema básico de programação de uma frota de 
ônibus urbano consiste em determinar o número mí-
nimo de veículos necessário para realizar um dado 
conjunto de viagens, segundo uma tabela de horários 
pré-definida, assim como definir a seqüência das via-
gens executadas pelos veículos. Esse problema, dito 
Problema de Programação de Veículos (PPV), é trivial 
quando o número de linhas é reduzido, mas se torna 
complexo à medida que esse número aumenta e é 
permitido que os veículos realizem viagens em mais 
de uma linha durante a operação.  

Esse problema pode ser formulado com modelos de 
fluxo em redes de diferentes maneiras. Para melhor 
compreensão dos diversos modelos, consultar os tra-
balhos de Daduna e Paixão (1995), Carraresi e Gallo 
(1984) e Bodin et al. (1983). Independente da formu-
lação adotada, o gargalo na resolução do problema de 
fluxo subjacente diz respeito ao grande número de ar-
cos na rede. Para contornar este problema, pode-se 
empregar a técnica de geração de arcos, que consiste 
em inicializar o domínio do problema com um conjun-
to de arcos com grande possibilidade de participar da 
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solução. Posteriormente, esse conjunto é incrementado 
com os arcos que apresentam características que per-
mitem melhorar a solução corrente. Assim, é possível 
atingir a otimalidade sem ter de processar a rede toda 
(Freling et al., 2001). 

O método ArcGenX é uma extensão do ArcGen que 
consiste, basicamente, em transformar a formulação 
de pseudo-designação do problema (Paixão e Branco, 
1987) em um problema de circulação, e resolvê-lo 
com o algoritmo Out-of-Kilter (Fulkerson, 1961), 
combinado com a técnica de geração de arcos (Silva, 
2001). Entretanto, na extensão apresentada neste tra-
balho, são acrescidos determinados arcos à rede de 
circulação que permitem reduzir a frota com a elimi-
nação de determinadas viagens da tabela de horários. 
Para manter a qualidade do serviço de transporte, são 
considerados dados como a demanda de passageiros 
em cada viagem, assim como o intervalo de tempo en-
tre viagens. Desta forma, o modelo integra a progra-
mação dos veículos com a tabela de horários, detec-
tando as viagens que, uma vez eliminadas, levam à re-
dução da frota com o mínimo de prejuízo para os usu-
ários do sistema. 

As seções a seguir buscam explicitar o método e su-
as aplicações a um problema real. Assim, na seção 2 é 
apresentado o PPV como um problema de circulação 
com custo mínimo. Na seção 3 é feita uma breve des-
crição do método ArcGen, base para a formulação do 
método ArcGenX, apresentado na seção 4. Na seção 5 
é feita uma descrição do caso estudado, seguida na se-
ção 6, pela aplicação do ArcGen em diferentes cená-
rios. Os resultados obtidos com a extensão ArcGenX e 
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as conclusões do trabalho são apresentados nas seções 
7 e 8, respectivamente. 

2. O PPV COMO PROBLEMA DE 
CIRCULAÇÃO 

O problema de programação de veículos com uma ú-
nica garagem (PPV), no qual todas as viagens previs-
tas na tabela horários são executadas impreterivelmen-
te, pode ser definido em termos de fluxo em redes 
como segue (Gavish et al., 1978; Gavish e Shlifer, 
1978). 

Dado um conjunto de n viagens, V = {1,…, n}, cada 
viagem i ∈ V  é representada por: 

 bi o ponto inicial, 
 di o horário de partida de bi, 
 ei o ponto final e 
 ai o horário de chegada em ei. 

 
Para qualquer par de viagens (i, j), tij representa o 

tempo de viagem em trânsito ou viagem ociosa de ei 
até bj. A garagem é representada pelos nós r e s, onde 
r é o nó de partida da garagem e s é o nó de retorno à 
garagem, ambos referentes ao mesmo local. Assim, tri 
e tis são os tempos de viagem ociosa (sem carregar 
passageiros) entre a garagem e os terminais referentes 
à viagem i. Um par de viagens (i, j) é compatível se 
dj – ai ≥ tij, e o custo do arco (i, j) ligando viagens 
compatíveis i e j é dado por: 
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sendo K1 e K2 são constantes associadas aos custos 
operacionais do veículo, e o tempo de espera  é dado 
por dj – ai – tij. Os valores destas constantes variam de 
acordo com a situação operacional, entretanto K1 é 
sempre maior do que K2 em casos reais. O Custo Fixo 
é atribuído à primeira viagem de cada veículo, carac-
terizando a sua utilização e tem como finalidade mi-
nimizar o número de veículos na frota. 

Este problema normalmente é formulado como um 
problema de pseudo-designação, no qual as viagens 
são representadas por dois nós, ou seja, para cada via-
gem i ∈ V são definidos os nós i’ de início e i” de fi-
nal de viagem, com respectiva demanda e oferta de 
um veículo. A garagem é representada pelo nó r de 
partida e pelo nó s de retorno, com oferta e demanda 
de n veículos respectivamente. Os nós são divididos 
em dois subconjuntos, segundo a oferta ou demanda 
no nó. Logo, são definidos os subconjuntos: N1 = {r} 
∪ {i” | i = 1, ..., n} dos nós com oferta, e N2 = {s} ∪ 
{i’ | i = 1, ..., n} dos nós com demanda de fluxo. Os 

arcos que ligam os nós de N1 a N2 são definidos por 
A = {(r, i’) | i = 1, ..., n} ∪ {(i”, j’) | i, j são viagens 
compatíveis} ∪ {(i”, s) | i = 1, ..., n} ∪ (r, s). Assim, 
tem-se uma rede bipartida Gpd = (N1, N2, A). Neste ca-
so, os custos nos arcos, inicialmente apresentados em 
(1), ficam da seguinte maneira: 
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Para aplicar o algoritmo Out-of-Kilter, a rede que 
representa o problema deve ser fortemente conectada; 
desta forma, o modelo de pseudo-designação é trans-
formado em um problema de circulação. Para tanto, 
são incluídos, na rede, arcos que ligam o nó início ao 
nó final de cada viagem i, com custo nulo e capacida-
des inferior e superior iguais a um, o que obriga a pas-
sagem de uma unidade de fluxo pelo arco (i’, i”). Esta 
imposição garante o atendimento da viagem por um 
único veículo. Invertendo-se o sentido do arco que li-
ga os nós garagem, ou seja, considerando o arco (s, r), 
obtém-se uma representação para o problema por 
meio de um problema de circulação em uma rede for-
temente conectada Gc = (N1∪N2, A), cujos nós não 
consomem nem produzem unidades de fluxo. Consi-
derando a rede bipartida  Gpd  = (N1, N2, A) definida 
anteriormente, o problema, que pode ser resolvido 
com o algoritmo Out-of-Kilter, tem a seguinte formu-
lação matemática: 
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em que a variável de decisão xi”j’ = 1 se a viagem j for 
executada pelo mesmo veículo imediatamente após a 
execução da viagem i, e xi”j’ = 0 caso contrário. A ex-
pressão (3) minimiza o custo total, a restrição (4) ga-
rante o equilíbrio de fluxo nos nós, enquanto (5) se re-
fere aos possíveis valores assumidos pela variável de 
decisão. 

Tabela 1. Conjunto de 4 viagens com locais e horários de  
partida e chegada 

Viagem i di bi ai ei 

1 07:00 Term A 08:30 Term A 
2 08:00 Term A 09:00 Term A 
3 09:00 Term A 11:00 Term A 
4 09:30 Term A 10:00 Term A 
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Para exemplificar o modelo de circulação, considere 
as viagens contidas na Tabela 1 a seguir. 

Para facilitar o entendimento, todas as viagens são 
iniciadas e finalizadas no mesmo ponto. Após execu-
tar a viagem 1, o mesmo veículo pode ainda realizar a 
3 ou a 4, por isso os arcos (1”, 3’) e (1”, 4’) fazem 
parte da rede da Figura 1. O mesmo ocorre com as ou-
tras viagens. 

A partir da solução deste modelo é possível constru-
ir os blocos de viagens para os veículos. Nesta rede, 
cada caminho que sai de r e chega em s corresponde a 
um bloco de viagens a ser executado por um dado veí-
culo. O conjunto de todos os caminhos disjuntos de r 
para s, que compõem a solução do problema de circu-
lação dado por (3) a (5), fornece a programação com-
pleta com o menor custo fixo e variável possível. 

3. O MÉTODO ArcGen 
Os modelos de fluxo em redes que representam o PPV 
sempre terão um número elevado de arcos, mesmo pa-
ra problemas de pequeno porte, comprometendo assim 
o tempo de processamento computacional para obten-
ção da solução ótima (Silva et al., 1998). Para contor-
nar este problema, foi desenvolvida uma metodologia 
que é uma adaptação da técnica de geração de colunas 
à teoria de grafos (Freling et al., 2001) e a combina 
com o algoritmo Out-of-Kilter para fluxo em redes 
(Fulkerson, 1961). Tal implementação deu origem ao 
método computacional ArcGen para programação de 
veículos. O método ArcGen foi aplicado a uma série 
de casos da realidade brasileira e britânica, mostrando 
possibilidades de redução da frota de ônibus urbano 
(Silva et al., 1999; Silva, 2001). 

Com uma rede composta por um pequeno conjunto 
de arcos com grande possibilidade de serem utilizados 
na solução. Posteriormente é feita uma busca na lista 
de arcos fora da rede, identificando aqueles com capa-
cidade de melhorar a solução. Se for encontrado al-
gum arco com esta característica, ele é incorporado à 
rede e o problema de otimização é resolvido nova-
mente. Este processo é repetido até que nenhum arco 
que está fora da rede possa melhorar a solução. Quan-
do isto ocorrer, o problema está resolvido e a solução 
corrente é a ótima. 

Para aplicar a técnica descrita acima, os arcos da re-
de são classificados em dois grupos. Os arcos longos 
ligam duas viagens cujo tempo de espera entre elas é 
grande o suficiente para que o veículo retorne tempo-
rariamente à garagem. Por outro lado, os arcos curtos 
ligam viagens cujo tempo entre elas não justifica um 
retorno temporário do veículo à garagem. Assim, de-
fine-se o conjunto de arcos longos Al ⊂ A como sendo 
os arcos que ligam viagens que satisfazem à seguinte 
relação: 
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onde o tempo mínimo de garagem é um parâmetro de-
finido pelo operador. O conjunto dos arcos curtos Ac é 
dado por Ac = A – Al. Embora a maioria dos arcos na 
rede seja constituída de arcos longos, apenas uma pe-
quena parcela deles participa da solução ótima. Esta 
característica do problema sugere uma inicialização 
para a técnica de geração de arcos, descrita a seguir. 

O retorno temporário de um veículo à garagem, du-
rante a operação, só se justifica caso o mesmo perma-
neça no local por um determinado tempo mínimo na 
garagem definido pelo usuário e que pode ser utiliza-
do para abastecimento e limpeza do veículo. O custo 
associado ao período em que o veículo permanece 
temporariamente na garagem é considerado constante 
e dado por: 
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Esta estrutura de custo tem sido largamente adotada 
(Dell'Amico et al., 1993) e foi incorporada ao modelo 
ArcGen. A seguir é apresentado, de forma sintética, o 
método ArcGen para a resolução do PPV. 
 
Inicialização: Faça S = Ac  e L = Al, onde A é o conjunto de 
todos os arcos da rede que representa o PPV como um pro-
blema de circulação. 
P1. Resolver o problema de circulação definido em (3)–(5) 
para a rede Gc  = (N1∪N2, S). Como resultados são obtidos 
os valores das variáveis primais xij e duais πi. 
P2. Para cada arco (i, j) ∈ L: 

Calcule jiijij cc ππ +−=  

Legenda
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Figura 1. Representação do PPV como um problema de circulação 
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Se 0<ijc   
Então incluir o arco (i, j) em S e retirá-lo de L.  

P3. Se algum arco foi incluído em S durante o passo P2 
Então retornar ao passo P1,  
Senão finalizar o processo. A solução corrente é ótima. 

 
Desta forma, é possível resolver de maneira exata 

PPVs de grande porte com uma drástica redução no 
tempo de processamento. 

4. O MÉTODO ArcGenX: UMA EXTENSÃO DO 
MÉTODO ArcGen 

O método ArcGen descrito anteriormente encontra a 
frota mínima necessária para que todas as viagens de 
uma dada tabela de horários sejam rigorosamente exe-
cutadas. Por sua vez, o ArcGenX é um modelo que 
permite que algumas viagens sejam eliminadas da ta-
bela de horários em função de uma redução na frota e 
nos custos operacionais. O ArcGenX é uma extensão 
do ArcGen e sua descrição é feita a seguir. 

Considerando o mesmo conjunto de viagens apre-
sentado na Tabela 1, pode-se construir uma rede adi-
cionando à rede original definida na seção 2 um arco 
de auto-atribuição para cada uma das viagens da tabe-
la, o qual permite gerar solução com a supressão de 
viagens programadas. Na Figura 2 é apresentada a re-
de expandida contendo os arcos de auto-atribuição re-
ferentes ao problema exemplo da Tabela 1. 

Dada a rede expandida da Figura 2, pode-se aplicar 
o modelo de circulação com custo mínimo apresenta-
do pelas equações (3) a (5), o qual é resolvido pelo 
mesmo procedimento adotado no método ArcGen. 
Resta apenas definir a estrutura de custo para os novos 
arcos da rede, ou seja, os custos associados aos arcos 
de auto-atribuição. Considerando esta nova rede, se 
um arco de auto-atribuição fizer parte da solução, a 
viagem i referente a ele não será realizada por qual-
quer veículo da frota mínima. Neste caso, o arco (i’, 
i”) de realização da viagem i e o seu arco de auto-
atribuição (i”, i’) formam um ciclo isolado, o que sig-
nifica que um veículo, após realizar a viagem i, “re-
torna no tempo para iniciá-la”. Em outras palavras, 
pode-se dizer que a viagem i é atendida pelo veículo 
que acabou de realizá-la, o que não faz sentido na prá-

tica. Por outro lado, o arco de realização da viagem i, 
(i’, i”) não fará parte de qualquer caminho que liga o 
nó r de saída da garagem ao nó s de retorno à gara-
gem. Sendo assim, todas as equações de equilíbrio de 
fluxo da rede são plenamente satisfeitas. 

A omissão ou eliminação de algumas viagens da ta-
bela de horários, em função da redução da frota, está 
associada à relação custo/benefício do sistema como 
um todo. Neste modelo, viagens com maiores custos 
nos seus arcos de auto-atribuição são consideradas 
mais importantes do que viagens com menores custos 
de omissão, uma vez que a escolha deste arco na solu-
ção ótima do problema (de minimização) implica a 
supressão desta viagem durante a operação. 

Neste trabalho são propostas três funções de custo 
para os arcos de auto-atribuição, que são: i) custo i-
gual e constante para todas as viagens da tabela de ho-
rários, ii) custo dependente do número de passageiros 
transportados, e iii) custo dependente do número de 
passageiros e do intervalo até a próxima viagem pre-
vista na tabela. Desta forma, o modelo permite uma 
integração entre a programação dos veículos e a tabela 
de horários levando em conta parâmetros de qualidade 
do serviço prestado. 

5. O CASO ESTUDADO 
O sistema de transporte “Seletivo” de Santos/SP é um 
serviço diferenciado por apresentar as seguintes carac-
terísticas: a) os veículos são de tamanho reduzido (28 
assentos) e equipados com ar condicionado; b) os pas-
sageiros só viajam sentados; c) o motorista também 
desempenha a função de cobrador; d) os veículos 
cumprem suas tabelas de horários com rigidez; e e) o 
preço da passagem é diferenciado em relação ao 
transporte coletivo comum. Na época do estudo, o 
serviço era composto de oito linhas circulares, partin-
do de três terminais distribuídos na cidade de Santos. 
A operação do serviço apresenta as seguintes caracte-
rísticas: 

 Para cada linha é definido o número de veículos 
que nela atuam, tendo em vista a demanda na 
linha e o tamanho da frota disponível. 

 Cada veículo só opera em uma determinada li-
nha. 

Legenda
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Figura 2. Rede que permite omitir viagens planejadas em função de redução da frota 
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 A freqüência de partida de cada linha é calcula-
da dividindo-se o tempo de duração da viagem 
pelo número de veículos que atuam na linha. 

 Ao final de cada viagem, o veículo permanece 
10 minutos parado no terminal. 

 
Analisando as características operacionais do servi-

ço de transporte, pode-se concluir que: 
 Não é considerada a variação da demanda nas 

linhas ao longo do dia, visto que a freqüência 
de partida dos veículos é constante ao longo do 
dia. 

 Ocorre uma super-utilização dos veículos no 
período de pico e uma sub-utilização no período 
de entre-pico. 

 Não existe retorno de veículos à garagem no pe-
ríodo de entre-pico. 

 Este serviço segue um padrão operacional de li-
nhas de baixa demanda. 

 
Este trabalho explora as diversas possibilidades de 

flexibilização no sistema, gerando soluções que per-
mitem uma redução na frota, mas que também reque-
rem mudanças de regras operacionais da empresa. As 
programações apresentadas representam os principais 
resultados alcançados e estão de acordo com os parâ-
metros desejados pela empresa. 

Foram realizados dois estudos diferentes, com a fi-
nalidade de minimizar a frota em operação. No pri-
meiro caso as viagens da tabela de horário são cum-
pridas rigorosamente, respeitando os horários iniciais 
e finais, informados como dados de entrada. Os resul-
tados desta etapa são apresentados na seção 6 e foram 
obtidos aplicando o método ArcGen na sua forma ori-
ginal. Foram considerados os seguintes cenários: com 
restrição de troca de linha durante a operação e com 
liberdade de troca de linha, por parte do veículo, du-
rante a operação. Em ambas as situações, varou-se o 
tempo mínimo de terminal após cada viagem. 

No segundo caso, apresentado na seção 7, o Arc-
GenX permitiu uma relaxação na execução de todas as 
viagens contidas na tabela de horários, gerando solu-
ções que omitem algumas viagens em função de uma 
redução da frota. Neste caso, foram mantidos os mes-
mos padrões operacionais da empresa, variando a fun-
ção de custo associada aos arcos de auto-atribuição. 

6. GERAÇÃO DA PROGRAMAÇÃO DE 
ÔNIBUS E ANÁLISE DA SOLUÇÃO 

Nas programações dos veículos geradas nesta etapa, 
todas as viagens da tabela de horários são executadas 
impreterivelmente, respeitando os seus respectivos ho-
rários e locais de partida e de chegada. Os dados bási-
cos que alimentaram o sistema foram: o total de via-

gens programadas, os horários e locais de início, os 
horários e locais de término de cada uma das viagens, 
o tempo de viagem entre os terminais, e o tempo de 
viagem entre os terminais e a garagem, estando o veí-
culo fora de operação. Também foi informado o tem-
po mínimo de permanência na garagem, caso o veícu-
lo retorne a ela no período de entre-pico, estabelecido 
em 30 minutos, conforme Kwan e Rahin (1999), e 
com os quais concordam os gerentes da empresa. 

6.1. Com restrição de troca de linhas 
Nestes casos os veículos são cativos às linhas, reali-
zam sempre viagens de uma mesma linha durante a 
operação. Quanto ao tempo que o veículo permanece 
no terminal, após cada viagem, foram testadas duas si-
tuações distintas, conforme mostrado nos subitens a 
seguir. 

6.1.1. Com 10 minutos de tempo no terminal ao 
final de cada viagem 

Considerando um período mínimo de 10 minutos de 
terminal após realizar cada viagem, foi gerada uma 
programação para os veículos com as características 
apresentadas na Tabela 2. 

Esta programação tem as mesmas características da 
situação adotada pela empresa e foi gerada para veri-
ficar a validade do modelo. Foi verificado que a tota-
lidade das viagens não apresenta folga no terminal a-
lém do tempo previsto de 10 minutos no terminal ao 
final de cada viagem. 

6.1.2. Sem garantia do tempo no terminal ao final 
de cada viagem 

Se não for imposto ao modelo que os veículos devam 
permanecer pelo menos 10 minutos no terminal ao fi-
nal de cada viagem, a programação ótima gerada pelo 
modelo apresenta as características da Tabela 3, com 
redução de 2 veículos na frota original. 

Embora esta programação não garanta o tempo de 
terminal, ela conta com 44 horas e 50 minutos livres 
nos terminais, o que garante condições operacionais 

Tabela 2. Programação sem troca de linha e com tempo de 
terminal maior que zero 

Frota Tempo total de  
viagens vazias 

Tempo extra nos 
terminais (além dos 

10 min previsto 

Retorno à 
garagem 

34 31:50  hh:mm 00:00  hh:mm 0 

Tabela 3. Programação sem troca de linha ou garantia do tempo 
de terminal 

Frota Tempo total de  
viagens vazias 

Tempo livre nos 
 terminais 

Retorno à 
garagem 

32 30:50   hh:mm 44:50  hh:mm 0 
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da solução. Segundo o histograma de folga, 200 via-
gens não apresentam folga no terminal. No restante 
das viagens, ou seja, em 205 viagens, o tempo livre no 
terminal é de 10 minutos. 

6.2. Com liberdade de troca de linhas durante 
a operação 

Esta é uma situação de maior flexibilidade, onde um 
veículo pode realizar viagens de diferentes linhas em 
um mesmo dia de trabalho. No entanto, o sistema teve 
seus parâmetros ajustados para que não houvesse um 
número excessivo de trocas de linhas, mantendo ao 
máximo as características da programação adotada pe-
la empresa. Assim, como no caso anterior, foram tes-
tadas duas situações diferentes para o tempo que o ve-
ículo permanece parado no terminal após a execução 
de cada viagem. 

6.2.1. Com 10 minutos de tempo no terminal ao 
final de cada viagem 

Impondo ao modelo a restrição de que cada veículo 
deve permanecer pelo menos 10 minutos no terminal 
ao final de cada viagem, a programação gerada é apre-
sentada na Tabela 4. 

Neste caso, embora seja garantido o tempo mínimo 
no terminal, não existe redução no número de ônibus, 
ocorrendo ainda troca de linhas dos veículos durante a 
operação. 

6.2.2. Sem garantia de tempo no terminal ao final 
de cada viagem 

A programação apresentada abaixo não assegura o 
tempo mínimo de terminal e suas principais caracterís-
ticas são mostradas na Tabela 5. 

Embora os veículos operem em diferentes linhas ao 
longo do horizonte de programação, é verificada uma 
redução de 2 veículos em uma frota original de 34 ve-
ículos, o que torna a solução de interesse prático. 

6.3. Análise dos resultados 
As situações que garantem o tempo mínimo de termi-
nal coincidem com a programação adotada pela em-
presa, independentemente de haver flexibilização 
quanto à permanência dos veículos cativos às linhas. 
Isto se deve ao fato de o intervalo entre as partidas ter 
sido calculado dividindo-se o tempo de viagem pelo 
número desejado de veículos em operação nas respec-
tivas linhas. 

Nos casos em que não foi imposto ao modelo a 
permanência do veículo por um tempo mínimo no 
terminal, houve uma diminuição de 5,88% na frota a-
locada. Em contrapartida, surgem as trocas de linhas 
realizadas pelos veículos durante a operação, o que 
requer mudança na forma de operação da empresa. 

Conforme mencionado anteriormente, o modelo po-
de ser expandido de tal forma que algumas viagens se-
jam suprimidas para que haja uma redução no número 
de veículos. As regras de escolha das viagens a serem 
suprimidas dependem da função de custo associada. 
Neste trabalho são propostas três expressões de custo 
associadas à eliminação de viagens, conforme descrito 
a seguir. 

7. O PPV INTEGRADO COM A TABELA DE 
HORÁRIOS VIA ArcGenX 

Nesta seção são apresentados os resultados de uma 
segunda alternativa para o planejamento das linhas da 
empresa estudada. Para tanto, o modelo foi expandido 
para que algumas viagens fossem eliminadas da ope-
ração, caso esta eliminação levasse a uma economia 
significativa, ou seja, a uma redução da frota em ope-
ração no sistema. A seguir são detalhadas as extensões 
necessárias para a eliminação de viagens programadas 
na tabela de horários. 

Nos testes realizados, todas as programações con-
templam o tempo de terminal de 10 minutos após o 
cumprimento de cada viagem, conforme a operação 
vigente na empresa estudada. Foi considerado também 
que os veículos não são cativos às linhas, ou seja, po-
dem realizar viagens em diferentes linhas durante a 
operação. 

7.1. Eliminação de viagens considerando 
custo constante 

Inicialmente foi considerado um custo de omissão 
constante e igual para todas as viagens. Desta forma, 
foram suprimidas viagens que levam à economia de 
veículos, independentemente das suas características 
de demanda de passageiros ou de suas inter-relações 
com as outras viagens da mesma linha. Assim, o custo 
de omissão de uma viagem é dado por: 

 KCoi = , para cada viagem i (8) 

onde K é uma constante manipulada pelo usuário para 

Tabela 4. Programação com troca de linha e com tempo de  
descanso para o motorista 

Frota Tempo total de  
viagens vazias 

Tempo extra nos 
 terminais (além dos 

10 min previstos) 

Retorno à 
garagem 

34 31:50   hh:mm 00:00  hh:mm 0 
Obs.: Nesta programação os ônibus atuam em média em 3 linhas  

diferentes 

Tabela 5. Programação com troca de linha e sem tempo de des-
canso para o motorista 

Frota Tempo total de  
viagens vazias 

Tempo livre 
nos 

 terminais 

Retorno à  
garagem 

32 32:40   hh:mm 32:20  hh:mm 1 (com 02:55 
estacionado 

Obs.: Nesta programação os ônibus atuam em média em 4 linhas  
diferentes 
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controlar o número de viagens suprimidas na progra-
mação. Desta forma, caso K assuma valor muito ele-
vado, digamos igual a infinito, então nenhuma viagem 
será eliminada. Por outro lado, se K for igual a zero, 
todas as viagens serão suprimidas da tabela de horá-
rios. Vale lembrar que o custo Coi corresponde ao cus-
to dado ao arco de auto-atribuição (i”, i’), arco este 
que, se fizer parte da solução ótima, representará a su-
pressão da viagem i durante a operação. 

No caso analisado, ao assumir um custo de omissão 
constante para todas as viagens, a retirada de 16 via-
gens da programação reduz em dois o número de veí-
culos em operação, sendo um veículo da linha 206 e 
outro da linha 207 (Tabela 6). Algumas viagens destas 
linhas são incorporadas a dois veículos da linha 202. 
Por outro lado, as viagens suprimidas estão distribuí-
das ao longo do dia, abrangendo períodos de pico e 
fora do pico. O mesmo resultado foi gerado tendo em 
vista o custo de omissão dado em função da taxa de 
ocupação dos veículos (1º da tabela 7), porém nesse 
caso surgem outras programações de interesse prático. 

7.2. Eliminação de viagens considerando a 
taxa de ocupação do veículo 

Para serem considerados fatores da demanda de pas-
sageiros, foram associadas ao custo de omissão infor-
mações referentes à taxa de ocupação do veículo em 
cada uma de suas viagens. Assim, o período de opera-
ção de cada linha foi dividido em intervalos caracteri-
zados pela demanda, tais como: pré-pico, pico da ma-
nhã, pós-pico e entre-pico. A empresa forneceu, para 
cada intervalo, a taxa de ocupação do veículo. Esta ta-

xa, que reflete a demanda na linha, foi incorporada ao 
custo de omissão da viagem. Foi utilizado, ainda, um 
multiplicador para controlar os custos e regular o nú-
mero de viagens omitidas, como pode ser verificado 
na expressão a seguir. 

 ioi DKC ⋅= , para cada viagem i (9) 

onde K é a constante a ser controlada pelo usuário e Di 
representa a taxa média de ocupação do veículo para a 
viagem i. 

Considerando-se a demanda nos custos de omissão 
das viagens, as soluções mais interessantes são aque-
las nas quais os veículos realizam alguma troca de li-
nha durante a operação. As duas primeiras programa-
ções na Tabela 7 utilizam 32 veículos, excluindo 16 e 
17 viagens respectivamente. Na primeira programa-
ção, apenas dois veículos operam em duas linhas dife-
rentes, realizando um bloco de 4 viagens ao final do 
período. No caso da segunda programação, quatro ve-
ículos atuam em duas linhas diferentes, sempre em 
blocos de 3 a 4 viagens, no início ou no final do perí-
odo. Esta programação suprime 17 viagens e, portan-
to, uma a mais do que a programação anterior. A van-
tagem é que as viagens não realizadas estão distribuí-
das em períodos fora do horário de pico das respecti-
vas linhas. 

As duas últimas programações da Tabela 7 utilizam 
33 veículos, omitindo, em cada caso, 8 viagens. Na 
terceira programação, todas as viagens não realizadas 
pertencem à linha 206, abrangem horários de pico e 
fora do pico, e um único veículo da frota atua em li-
nhas diferentes. Esse veículo realiza um bloco de 4 vi-
agens na linha secundária ao final do período de ope-
ração. Na programação de número 4, as viagens não 
realizadas pertencem a duas linhas diferentes, 206 e 
207, não se encontram em horários de pico, e dois ve-
ículos atuam em linhas diferentes, realizando blocos 
de viagens na linha secundária no início ou no final do 
período de operação. 

Tabela 6. Programação com custo constante por omissão de 
viagem 

Total de veículos Viagens omitidas Total de retorno à 
garagem 

8 viagens da linha 206 
(redução de 1 veículo) 32 ônibus 
8 viagens da linha 207 
(redução de 1 veículo) 

0 

Obs.: Dois ônibus operam em duas linha diferentes, realizando quatro 
viagens em uma segunda linha 

Tabela 7. Programações com custo por omissão em função da taxa de ocupação dos veículos 

Veículos com troca de linha Número veículos 
 /  

Total de omissões 

Linha/Viagens omitidas  
– 

 período das viagens Linha principal 
Linha secundária  

× 
 nº.  de viagens 

Período viagens  
secundárias 

32 / 16 
Programação 1 

206/8 viagens – entre  07:30 e 17:25. 
207/8 viagens – entre 07:50 e 17:45. 

202 
202 

206 × 4 
207 × 4 

fim do período 
fim do período 

32 / 17 
Programação 2 

208/3 viagens – entre 07:05 e 09:45. 
207/4 viagens – entre 07:50 e 12:05. 

206/10 viagens – entre 11:05 e 18:10. 

201 
202 
207 
208 

206 × 3 
206 × 4 
206 × 4 
206 × 3 

fim do período 
fim do período 

início do período 
início do período 

33 / 8 
Programação 3 206/8 viagens – entre 07:30 e 17:25 202 206 × 4 fim do período 

33 / 8 
Programação 4 

207/4 viagens – entre 7:50 e 12:05. 
206/4 viagens – entre 13:10 e 17:25. 

202 
207 

206 × 4 
206 × 4 

fim do período 
início do período 
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7.3. Eliminação considerando a taxa de 
ocupação do veículo e intervalo entre 
viagens 

Outro fator que reflete a qualidade de um serviço de 
transporte público é o intervalo entre as partidas dos 
veículos de uma dada linha, denominado headway da 
linha. Se, por um lado, o intervalo mais amplo entre 
duas partidas aumenta a taxa de ocupação do veículo, 
por outro lado ele caracteriza uma escassez de opções 
para o usuário. Este fator foi incorporado ao modelo 
atribuindo-se ao custo de omissão de cada viagem a 
expressão abaixo, que consiste no produto entre a taxa 
de ocupação do veículo e o intervalo de tempo até a 
próxima partida, além do fator multiplicativo. 

 iioi TDKC ⋅⋅= , para cada viagem i (10) 

onde K e Di têm a mesma interpretação da expressão 
(9) e Ti é o intervalo de tempo até a próxima partida 
da linha a que pertence a viagem i. 

A Tabela 8 mostra as programações resultantes, 
tendo em vista os custos expressos em (10). Foram a-
presentadas apenas aquelas que mais se aproximam da 
programação corrente, e em todas as soluções ocorre 
troca de linha por parte dos veículos. 

Para reduzir a frota ao mesmo número de veículos 
(32 e 33) das programações apresentadas na Tabela 7, 
as programações desta seção suprimiram um número 
maior de viagens. No primeiro caso, para uma frota de 
32 ônibus, foi necessário suprimir um total de 19 via-
gens, portanto 3 e 2 viagens a mais do que nas duas 
primeiras programações da Tabela 7. Por outro lado, 
no máximo 3 veículos fazem troca de linhas, corres-
pondendo à média em relação aos dois primeiros ca-
sos da tabela anterior. A segunda programação da Ta-
bela 8 apresenta resultado semelhante aos das progra-
mações 3 e 4 da Tabela 7, porém neste caso foi neces-
sário eliminar 9 viagens e, portanto, uma a mais. En-
tretanto, a solução apresenta um espaçamento mais 
uniforme na tabela de horários resultante. 

7.4. Análise dos resultados 
A Tabela 7 apresenta dois grupos de programações 
com a mesma taxa de redução da frota, porém com di-
ferentes características operacionais. Enquanto na 
primeira e na terceira programações algumas das via-

gens omitidas pertencem ao horário de pico das res-
pectivas linhas, as viagens eliminadas na segunda e na 
quarta programações pertencem ao horário de entre-
pico. Em contrapartida, existe um número menor de 
veículos operando em linhas diferentes na primeira e 
na terceira programações do que na segunda e na 
quarta programações. 

Embora os resultados apresentados na Tabela 8 su-
primam algumas viagens a mais do que nos casos an-
teriores, para as mesmas dimensões da frota (32 e 33 
veículos), adotando-se a função de custo de omissão 
de viagens na expressão (11) foi possível gerar outras 
alternativas de programação. A primeira e a segunda 
programações da Tabela 8 podem ser comparadas à 
segunda e à quarta programações da Tabela 7, pois 
ambos os pares têm a mesma frota e todas as viagens 
omitidas estão fora do horário de pico. A diferença 
qualitativa entre estes resultados, além do número de 
viagens omitidas, está nas linhas que sofrem redução 
de viagem, no número de veículos que atuam em li-
nhas diferentes e no número viagens realizadas na li-
nha secundária. 

Comparando as programações com 32 veículos po-
de-se observar que: a) existe uma interseção entre elas 
de apenas três viagens da linha 208; b) 4 e 3 veículos 
atuam em linhas diferentes nas programações da Ta-
bela 7 e Tabela 8, respectivamente; e c) são realizadas 
14 e 12 viagens nas linhas secundárias nas  programa-
ções da Tabela 7 e Tabela 8, respectivamente. 

Para as programações com 33 veículos observa-se 
que: a) as programações omitem viagens pertencentes 
a linhas distintas; e b) são realizadas 8 e 6 viagens nas 
linhas secundárias nas  programações da Tabela 7 e 
Tabela 8, respectivamente. Logo, são gerados resulta-
dos alternativos e de certa forma complementares para 
uma mesma dimensão da frota, propiciando flexibili-
dade de escolha ao operador do sistema de transporte. 

Cabe ressaltar que os tempos de computacionais pa-
ra a resolução dos problemas apresentados neste traba-
lho são da ordem de 2 segundos, utilizando um com-
putador pessoal com processador Pentium 4.0, 2.8 
GHz e 2.0 GB de memória RAM. 

8. CONCLUSÕES 
Neste trabalho foi apresentado inicialmente o método 

Tabela 8. Programações que consideram a taxa de ocupação e o intervalo entre partidas 

Veículos com troca de linha Número veículos  
/  

Total de omissões 

Linha/Viagens omitidas  
– 

 período das viagens Linha principal 
Linha secundária  

× 
 nº.  de viagens 

Período viagens  
secundárias 

32 / 19 
Programação 1 

208/9 viagens - entre 07:05 e 12:25. 
204/10 viagens - entre 13:05 e 18:10. 

208 
202 
208 

204 × 6 
208 × 1 
204 × 5 

Início do período 
Início do período 
Início do período 

33 / 9 
Programação 2 

208/4 viagens - entre 08:00 e 12:00. 
204/5 viagens - entre 13:05 e 17:45. 

202 
208 

208 × 1 
204 × 5 

Início do período 
Início do período 
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ArcGen e uma aplicação que resolve o problema clás-
sico de programação de veículos, o PPV. O método 
minimiza a frota necessária e também os custos opera-
cionais envolvidos na execução de um conjunto de vi-
agens contidos na tabela de horários. As soluções ob-
tidas para o problema analisado levaram à redução de 
2 veículos de um total de 34 utilizados pela empresa. 
Esta redução pode ser obtida considerando os veículos 
cativos às linhas ou permitindo que estes operem em 
mais de uma linha durante suas jornadas. 

O método ArcGen foi estendido, gerando um mode-
lo ainda inédito na literatura, denominado pelos auto-
res de ArcGenX, que integra o problema de programa-
ção dos veículos com a tabela de horários. Esta inte-
gração possibilita suprimir algumas das viagens pre-
vistas na tabela de horários, permitindo gerar progra-
mações que reduzem ainda mais a frota empenhada na 
operação. Os resultados mais interessantes do ponto 
de vista operacional são aqueles que determinam as 
viagens a serem eliminadas da tabela de horários res-
peitando a taxa de ocupação dos veículos e aqueles 
que levam em conta a taxa de ocupação do veículo e o 
intervalo até a próxima viagem na decisão de eliminar 
viagens da tabela de horários. Desta forma, são omiti-
das viagens pouco produtivas e que não comprometem 
a qualidade do serviço prestado. 

Assim, com a aplicação do método ArcGen, no qual 
todas as viagens previstas na tabela de horário são ne-
cessariamente realizadas, a redução da frota pode ser 
alcançada com a mudança na forma de operação dos 
veículos, reduzindo-se o tempo de terminal dos mes-
mos e/ou permitindo que os veículos atuem em mais 
de uma linha no mesmo dia. Já a aplicação do método 
ArcGenX permite manter os mesmos tempos de termi-
nal praticados pela empresa e ainda reduzir a frota 
com a eliminação de algumas viagens. A eliminação 
dessas viagens pode ser controlada pelo usuário le-
vando em conta fatores de produtividade dos veículos 
e qualidade do serviço oferecido. 
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